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Tóm tắt 

Nghiên cứu trình bày phương pháp thiết kế đường 

lăn hệ bánh răng không tròn kiểu hành tinh. Mô 

hình toán, cùng với thuật toán xác định các tham 

số của đường lăn bánh răng được phân tích và 

trình bày thông qua các ví dụ làm sáng tỏ các 

bước thiết kế của phương pháp. Một chương trình 

tính toán số được viết trên phần mềm Matlab 

nhằm kiểm chứng tính đúng đắn của lý thuyết. Kết 

quả cho thấy tính đúng đắn của cơ sở lý thuyết và 

thuật toán, đồng thời chứng minh cho khả năng 

ứng dụng của phương pháp được đề xuất trong 

nghiên cứu và thực tiễn. 

Từ khóa: Bánh răng không tròn, đường lăn, hệ 

bánh răng. 

Abstract 

The study presents a method for designing the 

centrodes of planetary non-circular gear. The 

mathematical model, together with the algorithm 

for determining the parameters of the gear 

centrodes, is analyzed and presented through 

examples to clarify the method's design steps. A 

numerical calculation program is written in 

Matlab software to verify the theory's correctness. 

The results show the correctness of the theoretical 

basis and algorithm and demonstrate the 

proposed method's applicability in research and 

practice. 

Keywords: Non-circular gear, centrodes, 

planetary gear. 

1. Giới thiệu  

Được thiết kế và chế tạo với mục đích truyền 

chuyển động quay giữa hai trục theo một hàm tỷ số 

truyền xác định, kể từ khi ra đời vào thế kỷ XIV, 

bánh răng không tròn (BRKT) ngày càng khẳng 

định vai trò của mình như một phương án thay thế 

hiệu quả cho các cơ cấu cơ khí truyền thống nhờ kết 

hợp ưu điểm của bánh răng trụ và cơ cấu cam. Kết 

hợp với các cơ cấu khác, BRKT có thể thực hiện 

các chuyển động phức tạp với độ chính xác và hiệu 

suất rất cao. 

Các nghiên cứu về BRKT không chỉ dừng lại ở 

ứng dụng từng cặp bánh răng riêng lẻ mà còn hướng 

tới kết hợp các cặp BRKT với nhau và với bánh 

răng trụ tròn thông thường nhằm tối ưu khả năng 

hoạt động của thiết bị. Trong đó, hệ BRKT kiểu 

hành tinh là bộ truyền đạt hiệu suất truyền động cao 

nhất với thiết kế một hàng và kích thước nhỏ gọn 

[1], tuy nhiên cho tới nay chưa có một quy trình 

thiết kế hệ hành tinh với các bánh răng trong hệ đều 

là BRKT đáp ứng đầy đủ các điều kiện của hệ bánh 

răng vi sai như: Điều kiện đồng trục, điều kiện lắp, 

điều kiện ăn khớp đúng,... Nghiên cứu về hệ BRKT 

kiểu hành tinh có thể chia thành hai hướng tiếp cận 

chính đó là: (1) Chấp nhận vi phạm điều kiện đồng 

trục của hệ bánh răng vi sai, trong đó, trục bánh 

răng trung tâm trong không đồng trục với bánh răng 

trung tâm ngoài, để thực hiện một chức năng cụ thể 

[2]; (2) Thiết kế bánh răng hành tinh đặc biệt để 

đảm bảo điều kiện đồng trục của hệ bánh răng. 

Hướng tiếp cận thứ hai được các nhà khoa học quan 

tâm nhiều hơn với các nghiên cứu của Volkov và 

Lin. Trong khi Volkov [3, 4] đề xuất thiết kế bơm 

thủy lực sử dụng hệ BRKT kiểu hành tinh với bánh 

răng hành tinh là bánh răng trụ tròn, thì trong 

nghiên cứu của mình, Lin [5] sử dụng hoàn toàn 

BRKT cho hệ bánh răng, trong đó bánh răng hành 

tinh kép ăn khớp cùng lúc với hai bánh răng trung 

tâm. Mặc dù đã đề cập đến điều kiện bao của đường 

lăn ngoài với đường lăn trong, tuy nhiên giống như 

Volkov, Lin vẫn chưa đưa ra được điều kiện bao cho 

toàn bộ hệ bánh răng. 

Nhận thấy sự cần thiết trong việc thực hiện các 

nghiên cứu sâu hơn về hệ BRKT kiểu hành tinh, đặc 

biệt là về đường lăn của hệ bánh răng, bài báo này 

do đó sẽ phát triển cơ sở lý thuyết và đề xuất thuật 

toán nhằm thiết kế đường lăn hệ BRKT kiểu hành 

tinh. Trên cơ sở thuật toán được đề xuất, một mô-

đun được viết trên phần mềm Matlab nhằm kiểm 

chứng tính đúng đắn của lý thuyết và thuật toán đã 

đề xuất.  
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2. Mô hình toán đường lăn hệ bánh răng  

2.1. Phương trình đường lăn hệ bánh răng  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Để thiết lập phương trình đường lăn của hệ bánh 

răng gọi { ƩCi }(i=1,3) là đường lăn của bánh răng đối 

tiếp với bánh răng 2 trong trường hợp ăn khớp ngoài 

và ăn khớp trong (Hình 1). Khi đó, theo tài liệu [6] 

đường lăn { ƩCi } được xác định bởi: 





























−+
=

−+
=

−+=


1

0

2

222

22
2

222

22
2

222

)()1(

)(
)(

)()1(

)(

)()1()(














d
rA

r

rA

r
i

rAr

g

i

i

g

i

i

g

iii

 (1) 

Trong đó: 0=g  đối với cặp bánh răng ăn khớp 

trong và 1=g  với cặp bánh răng ăn khớp ngoài;  

)( 22 r là bán kính cực của bánh răng 2; )( iir  là bán 

kính cực của bánh răng đối tiếp bánh răng 2; i ,2 là 

góc cực của cặp bánh răng (2,i); in  là hệ số chu kỳ của 

bánh răng i  so với bánh răng 2. iA2 là khoảng cách trục 

của cặp bánh răng (2,i) được xác định bởi: 
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Điều kiện đồng trục của hệ BRKT kiểu vi sai 

Không mất tính tổng quát, giả thiết rằng đường lăn 

bánh răng 2 là đường tròn lệch tâm. Khi đó, khoảng 

cách trục giữa các bánh răng trong từng cặp bánh răng 

(1-2) và (2-3) được xác định bởi phương trình (2) với  

2
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22 cos)sin()(  eeRr −−= [1] là bán kính 

cực đường lăn { ƩC2 } của bánh răng 2; R là bán kính 

đường tròn { ƩC2 } và e là độ lệch của tâm quay O2 so 

với tâm hình học của { ƩC2 } (Hình 2). 

Khoảng cách trục của cặp bánh răng (1-2), (2-3) 

được xác định nhờ phương pháp lặp với giá trị ban đầu 

được đưa ra bởi Litvin [1]: 
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Từ phương trình (3, 4), phương trình liên hệ giữa 

12A  và 23A  được xác định thông qua: 

),,(),,(),,,( 32311231 neRAneRAnneRf −=  (5) 

Với mục đích đảm bảo điều kiện đồng trục của hệ 

bánh răng vi sai đồng thời 12A  và 23A  phải bằng 

một giá trị khoảng cách A cho trước, các tham số của 

phương trình (5) cần thỏa mãn phương trình:  

0

),,,( 31



=

A

AnneRf




 (6) 

Trong đó: A  là sai lệch trục cho phép. 

Các tham số ),,,( 31 nneR thỏa mãn phương trình 

(6) không thể được xác định bằng phương pháp giải 

phương trình thông thường do số ẩn nhiều hơn số 

phương trình. Để giải quyết vấn đề này, nghiên cứu 

đề xuất sử dụng thuật toán nhằm tìm các giá trị 

),,,( 31 nneR thỏa mãn phương trình (6). 

2.2. Xác định điều kiện để 3 bao hệ 1, 2  

Xác định n3min 

Đường lăn của các bánh răng trong hệ là đường 

cong kín có bán kính cực là hàm tuần hoàn với: 

min222max2 )( rrr   ; min2max22 rrr −=  (7) 

min333max3 )( rrr   ; min3max33 rrr −=  (8) 

Xét cặp BRKT (1 - 2) và cặp BRKT (2 - 3) ta có:                                                     


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 (9) 

Từ Hình 1 thấy rằng:                                                                        

212min3 rAr +  (10) 

Thay phương trình (7), (8) vào (10), sau khi biến 

đổi ta có:                                                                    

min2max21223 2rrAA −+  (11) 

Do 02 r , vì vậy: 

Hình 1. Đường lăn hệ bánh răng không tròn vi sai 
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Hình 2. Đường lăn bánh răng trụ tròn lệch tâm 
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)(2)( 22min2max2122223  rrrArA +−++  (12) 

Từ (12) ta có:                                                 
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Lấy tích phân hai vế của bất phương trình (13) với 
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  Kết hợp (14) với (2) ta có:                                                  
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Biến đổi và rút gọn bất phương trình (15) trở 

thành: 
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Xác định n3max 

Từ Hình 2 ta có: 

max223max323 rArA +  (17) 

Do 03 r , vì vậy: 
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Từ (20) ta có: 
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Tương tự như phần trên, biến đổi và rút gọn bất 

phương trình (19) trở thành: 

un

d
rrAA

r
n 32

0

3

33min11223

33

3

)(

)(

2
=

+−+












 

(20) 

Bất phương trình (16), (20) cho phép xác định điều 

kiện để 3 bao được hệ 1, 2.  

3. Thuật toán xác định tham số đường lăn theo 

điều kiện đồng trục hệ bánh răng vi sai  

3.1. Giá trị khởi đầu và gia số 

Theo [6], để đường lăn của các BRKT là đường 

cong kín thì tỷ số truyền của cặp BRKT phải là một 

hàm tuần hoàn với chu kỳ thỏa mãn: 
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Với T1, T2, T3 là chu kỳ tuần hoàn của )( 11 r  , 

)( 22 r , )( 33 r ; còn n1, n2, n3 là số nguyên dương. 

Từ phương trình (3, 4), nhận thấy để 0, 2312 AA  

thì 1,1 31 − nn , kết hợp với điều kiện (21) xác định 

được giá trị khởi đầu và gia số của hệ số chu kỳ:  

1,2,1,1 3311 ==== nnnn  (22) 

3.2. Điều kiện biên 

Các điều kiện biên giới hạn giá trị các tham số 

được đưa ra nhằm tăng độ chính xác của kết quả thuật 

toán: 

i) Từ phương trình (16), (20) ta có điều kiện biên 

của hệ số n3: 

ud nnn 333   (23) 

ii) Từ bất phương trình (11), kết hợp với điều kiện 

A12 = A23 = A ta có:                                                              

min2max2 2rr   (24) 

Từ mối quan hệ hình học lại có: 

eRr +=
max2 , eRr −=

min2  (25) 

Kết hợp phương trình (24, 25) thu được điều kiện 

biên của độ lệch tâm e: 

3
0

R
e   (26) 

iii) Thay giá trị khởi đầu của n1, n3 vào phương 

trình (3, 4), kết hợp với điều kiện (26). Sau khi biến 

đổi và rút gọn, ta có điều kiện biên của bán kính R: 

AR 40   (27) 

3.3. Điều kiện kết thúc thuật toán 

Thuật toán sẽ kết thúc quá trình tính toán khi tìm 

được các giá trị ),,,( 31 nneR thỏa mãn phương trình 

(6) với sai số lệch trục cho phép A : 
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Với giả thiết cho trước khoảng cách trục A của hệ 

bánh răng, từ phương trình (3, 4) nhận thấy hàm số 

),,( 112 neRA và ),,( 323 neRA  đồng biến trên khoảng 

xác định của ),,( 31 nnR  và nghịch biến trên khoảng 

xác định của e. Do đó thuật toán điều chỉnh tăng giá 

trị A bằng cách tăng giá trị ),,( 31 nnR , trong khi để 

giảm giá trị A thì sẽ tăng giá trị e.                                                   

3.4. Thuật toán xác định thông số thiết kế 

đường lăn hệ bánh răng không tròn 

Trên cơ sở những phân tích ở trên, nghiên cứu đã 

phát triển một thuật toán được trình bày trên Hình 3 

nhằm xác định bộ thông số thiết kế đường lăn của hệ 

BRKT đáp ứng điều kiện đồng trục của hệ bánh răng 

hành tinh.  

4. Kết quả và thảo luận 

Trong phần trên, nghiên cứu đã trình bày thuật 

toán xác định đường lăn hệ BRKT kiểu hành tinh. 

Trên cơ sở đó một chương trình tính toán số trên phần 

mềm Matlab được phát triển để khảo sát tính đúng đắn 
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của lý thuyết thông qua các ví dụ cụ thể.  

Ví dụ 1: Xác định điều kiện 3 bao hệ 1, 2.  

Thiết kế đường lăn hệ bánh răng hành tinh với 

bánh răng vệ tinh 2 là bánh răng tròn lệch tâm với R 

= 25,00 mm, e = 5,00 mm, n1 = 3. Từ bất phương trình 

(16, 20) xác định được ]9,5[3 n . Đồ thị đường lăn hệ 

bánh răng kiểu hành tinh ứng với các giá trị n3 được 

mô tả như trên Hình 4, 5, 6. Trong đó với giá trị n3 = 

5 và n3 = 9 đường lăn 3 bao được hệ 1, 2 (Hình 4, 

5), trường hợp n3 = 4 đường lăn 4 không bao được 

hệ 1, 2 (Hình 6). 

Từ Hình 4, 5 cho thấy hệ BRKT kiểu hành tinh 

không đồng trục chỉ có thể hoạt động nếu cần C được 

cố định tại vị trí song song với trục hoành của đồ thị. 

Trong trường hợp cần C quay quanh tâm quay O1 sẽ 

xảy ra hai trường hợp: a) Giao thoa đường lăn bánh 

răng hành tinh và bánh răng trung tâm (Hình 4) hoặc 

b) Đường lăn bánh răng hành tinh và bánh răng trung 

tâm không tiếp xúc (Hình 5). Nguyên nhân được giải 

thích là do khoảng cách trục giữa các cặp bánh răng 

trong hệ không bằng nhau, để khắc phục hạn chế này 

nhóm nghiên cứu sử dụng thuật toán được trình bày 

trong Hình 4 để cân bằng khoảng cách trục của hệ 

bánh răng hành tinh. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ví dụ 2: Cân bằng khoảng cách trục hệ BRKT.  

Áp dụng thuật toán hiệu chỉnh thông số thiết kế 

đường lăn hệ BRKT kiểu hành tinh đáp ứng điều kiện 

đồng trục. Sau hiệu chỉnh xác định được khoảng cách 

trục A = 88,45mm với thông số kích thước đường lăn 

bánh răng hành tinh 2: R = 22,15mm, e = 3,00mm, 

n1=3, n3=5. Đường lăn hệ BRKT sau hiệu chỉnh được 
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Hình 4. Đường lăn hệ bánh răng với n3 =5 
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Hình 3. Sơ đồ thuật toán xác định tham số đường lăn hệ bánh răng không tròn kiểu vi sai 
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mô tả như trên Hình 7 cho thấy kết quả sau hiệu chỉnh 

đã đáp ứng được điều kiện đồng trục, đường lăn các 

bánh răng trong hệ luôn duy trì tiếp xúc dù cần C cố 

định hay di chuyển. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. Kết luận 

Trong nghiên cứu này, cơ sở lý thuyết và thuật toán 

xây dựng đường lăn của hệ BRKT kiểu hành tinh đáp 

ứng điều kiện đồng trục của các bánh răng trung tâm 

được đề xuất, đây là điểm mới mà chưa một công bố 

nào đề cập trước đó. Thuật toán được kiểm tra trong 

trường hợp bánh răng vệ tinh là bánh răng trụ tròn lệch 

tâm, nhưng hoàn toàn có thể được áp dụng cho các 

loại BRKT có đường lăn là đường e-líp, ô van hoặc 

đường cong hỗn hợp. Kết quả nghiên cứu đóng vai trò 

quan trọng trong thúc đẩy những nghiên cứu sâu rộng 

hơn về thiết kế, chế tạo và ứng dụng hệ BRKT trong 

tương lai. 
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Hình 5. Đường lăn hệ bánh răng với n3 = 9 
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Hình 6. Đường lăn hệ bánh răng với n3 = 4 

Hình 7. Đường lăn hệ bánh răng sau hiệu chỉnh 
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