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Tóm tắt 

Bài báo này trình bày việc khảo sát rẽ nhánh đối với 

dao động của xe lu rung có hai kích động điều hòa 

trong chế độ chuyển động bình ổn. Trước tiên, một 

mô hình động lực học phi tuyến của hệ đã được thiết 

lập. Dựa trên phương trình động lực học, kết hợp với 

lý thuyết rẽ nhánh Floquet, ta xây dựng chương trình 

tính toán số, khảo sát rẽ nhánh của dao động tuần 

hoàn đối với xe lu rung. Việc phân tích rẽ nhánh 

trong dao động của xe lu được thực hiện khi tham số 

rẽ nhánh được chọn là độ cứng tiếp xúc giữa các 

bánh lu và mặt đường. Kết quả thu được là các đồ 

thị mô tả sự rẽ nhánh trong dao động của hệ theo độ 

cứng tiếp xúc và các đồ thị mô tả dao động tuần hoàn 

của hệ trong một số trạng thái chuyển động bình ổn 

trước và sau các điểm rẽ nhánh. 

Từ khóa: Xe lu rung, dao động tuần hoàn, động 

lực học phi tuyến, ổn định Floquet. 

Abstract 

This paper presents the analysis of branching in 

oscillations for a vibratory roller with two harmonic 

excitations in steady motion mode. First, a nonlinear 

dynamic model of the system was established. Based 

on the equations of motion, combined with Floquet's 

branching theory, we develop a numerical program 

to perform branching analysis of the periodic 

oscillations of a vibratory roller. The analysis of 

branching in the vibration of a vibratory roller is 

performed by selecting the branching parameter as 

the contact stiffness between the roller wheels and 

the road surface. The obtained results are the 

branching diagrams of the system as a function of 

contact stiffness and the periodic oscillations of the 

system in several steady-state motion conditions 

before and after the branching points. 

Keywords: Vibratory roller, periodic vibration,  

nonlinear dynamic, floquet stability. 

1. Mở đầu  

Các xe lu thường được dùng cho việc đầm nén nền 

đường. Khi thi công, độ cứng của nền đường thay đổi 

sau mỗi lần đầm nén, dẫn đến độ cứng tiếp xúc giữa 

mặt đường và các bánh lu sẽ thay đổi theo. Do đó, khi 

xây dựng mô hình động lực học cho xe lu trong quá 

trình vận hành, ta sẽ thu được một hệ động lực học phi 

tuyến trong đó các hàm thế năng đàn hồi sẽ là các hàm 

không liên tục, chính điều này sẽ làm cho các đáp ứng 

động lực học của hệ dao động rất phức tạp, trong những 

hệ như vậy thường xuất hiện sự rẽ nhánh hay dao động 

hỗn độn [2]. Đã có nhiều công bố về phân tích rẽ nhánh 

trong dao động của các hệ dao động trong kỹ thuật. Như 

tính toán dao động tuần hoàn của các hệ phi tuyến mạnh 

bằng phương pháp cân bằng điều hòa đã được công bố 

trong các công trình [4 - 8]. Trong các công bố [7, 8], 

Xu et al. đã tìm các nghiệm tuần hoàn và phân tích rẽ 

nhánh của hệ dao động trong đó lò xo và cản nhớt là 

các hàm tuyến tính từng khúc. Shaw và Holmes [9] đã 

tính toán chuyển động điều hòa, dao động đa hài và dao 

động hỗn độn đối với hệ phi tuyến một bậc tự do, với 

thành phần đàn hồi phi tuyến. Trong công trình [10], 

Natsiavas đã phân tích đặc tính động lực học phi tuyến 

với giảm chấn kiểu van der Pol. Với công bố [11], 

Ponce và cộng sự đã nghiên cứu rẽ nhánh đôi chu kỳ 

của một lớp bài toán dao động với các hàm tuyến tính 

từng đoạn. Bằng thực nghiệm, Wiercigroch et al. [12] 

đã tìm được dao động hỗn độn của hệ tuyến tính không 

liên tục. Casini và Vestroni [13] đã phân tích các đáp 

ứng động lực học của hệ 2 bậc tự do trong đó có các 

hàm tuyến tính từng khúc.  

Trong nghiên cứu này, đề cập đến việc tính toán 

dao động tuần hoàn và phân tích rẽ nhánh đối với dao 

động tuần hoàn của xe lu rung với hai kích động điều 

hòa, khi cho độ cứng tiếp xúc giữa mặt đường và các 

bánh lu thay đổi. 

2. Phương trình động lực học của xe lu với hai 

kích động điều hòa 

Mô hình dao động của xe lu rung với hai kích động 

điều hòa được cho như Hình 1 [3], trong đó, thân xe 
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được mô hình hóa bởi thanh AB có khối lượng m, mô 

men quán tính đối với khối tâm G là J. Bánh trước 

được mô hình hóa bởi khối lượng m1, bánh sau được 

mô hình hóa bởi khối lượng m2. Sự tiếp xúc giữa các 

bánh lu và mặt đường, được mô hình hóa bởi các lò 

xo và giảm chấn, tại bánh trước là k1, b1 tại bánh sau 

là k2, b2. Người vận hành cùng ghế ngồi được xem như 

một vật nặng có khối lượng m3, liên kết với thân xe 

bởi lò xo k3 và giảm chấn b3. Từ hình 1 ta thấy hệ dao 

động có 3 bậc tự do, áp dụng phương trình Lagrange 

loại II [1], ta thiết lập được phương trình động lực học 

theo các tọa độ suy rộng s1, s2, s3 có dạng: 

M(q)q C(q,q) G(q) F(t)+ + =      (1) 

Trong đó: 

 1 2 3

T
s s s=q               (2) 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

( )

m m m

m m m

m m m

 
 

=
 
  

M q         (3) 

 1 2 3( , )
T

c c c=C q q           (4) 

 1 2 3( )
T

g g g=G q            (5) 

 1 2(t) 0
T

F F=F              (6) 

Đặt:  

1 2L a a= + ; 
2 1( ) /s s L = −       (7) 

Khi đó các thành phần của ma trận M(q), ma trận 

( , )C q q  và véc tơ G(q) có dạng: 

2

11 1 1 3 1 1 3( ) cos ( )sin  m A B h s C D h s = + + + + +

2

12 2 2 3 2 2 3( ) cos ( )sin  m A B h s C D h s = + + + + +  

13 3 3 cosm A C = +

2

22 4 4 3 4 4 3( ) cos ( )sinm A B h s C D h s = + + + + +  

23 5 5 cosm A C = +  

21 12 31 13 32 23 33 3; ; ;m m m m m m m m= = = =  

( )

( )

1 4 7 3 1 2 3

2 2
7 3 1 2 7 1 2

7 1 2 3

( )
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
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( )( )
2

3 3
2

3 3 31 2( / )c h s s sm L b s= + − +−  

8 81 31 8c )s(os ing A B C h sH  +++= +  

9 92 32 9c )s(os ing A B C h sH  + + += +  

3 3 3 3 3( ) cosmg k gs  = − +  

Với, các hệ số Ai, Bi, Ci, Di (i = 1, 2, …, 9), được 

cho bởi các công thức dưới đây: 

2 2
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Hình 1. Mô hình dao động của xe lu 
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Các hàm H1, H2, H3, H4 có dạng: 

1 1

1

1 1 1 1 1

0;                 

( );   

s
H

k s s



 


= 

− 
       (8) 

2 2

2

2 2 2 2 2

0;                  

( );   

s
H

k s s



 


= 

− 
       (9) 

1 1

3

1 1 1 1

0;       

;   

s
H

b s s






= 


            (10) 

2 2

4

2 2 2 2

0;        

;   

s
H

b s s






= 


           (11) 

Trong đó 1, 2, 3 là lượng biến dạng ban đầu của 

các lò xo k1, k2 và k3. 

Các lực kích động F1, F2 do các bộ tạo rung của xe 

lu khi hoạt động gây ra, có dạng: 

1 1 1

2 2 2

sin( )

sin( )

F A t

F B t





=  +


=  +
          (12) 

Dựa trên phương trình động lực học (1), sau đây 

ta đi khảo sát rẽ nhánh của dao động tuần hoàn trong 

vận hành xe lu rung với hai kích động điều hòa. 

3. Tính toán dao động và khảo sát rẽ nhánh 

Từ hệ phương trình (1), kết hợp với lý thuyết rẽ 

nhánh Floquet [2], một chương trình tính toán số, khảo 

sát rẽ nhánh trong dao động của xe lu rung với hai kích 

động điều hòa đã được thiết lập. Để tính toán số, ta chọn 

hệ số độ cứng k là tham số rẽ nhánh, các tham số còn 

lại của hệ dao động được cho trong Bảng 1 [3]. 

Với giá trị các tham số như trên Bảng 1, cho k biến 

thiên trong khoảng [2, 19], sau khi tính toán, phân tích, 

ta thu được các kết quả cho như trên các Hình từ 2 đến 8. 

Từ Hình 2 ta thấy, tại k=2,0, ta tìm được một 

nghiệm tuần hoàn ổn định chu kỳ T = 2/1 (trên Hình 

4 là nghiệm tuần hoàn chu kỳ T tại k=5,0). Xuất phát 

từ giá trị này, ta cho k tăng dần lên, tại mỗi giá trị của 

k, ta tìm được một nghiệm tuần hoàn chu kỳ T ổn định, 

khi tăng đến giá trị k=7,8 ứng với điểm R1 trên Hình 2, 

khi tăng k đi qua giá trị này, từ Hình 3 ta thấy có nhân tử 

Floquet 3 vượt qua giá trị 1, theo lý thuyết rẽ nhánh [2], 

dao động tuần hoàn chu kỳ T của hệ sẽ mất ổn định. Vậy 

tại k=7,8, ta có điểm rẽ nhánh R1. Khi giá trị của k biến 

thiên qua điểm này nghiệm tuần hoàn chu kỳ T sẽ mất 

ổn định, dao động của hệ sẽ nhảy đến tập nghiệm mới 

là nghiệm chu kỳ 2T. Trên Hình 5 mô tả nghiệm tuần 

3 3 2 3 1

1 6 7 2 12 3

3 1 3

8 4 1 9 8

,  ,  ,  

( )
,  ,  

m m a m a
B B B B B

LL L

m g a a
B B B B B

L

= = − = − = −

−
= = = −

 

Hình 2. Biểu đồ rẽ nhánh trong dao động của xe lu 

 

Bảng 1. Giá trị các tham số của hệ dao động 

Tham 

số 
Giá trị 

Đơn 

vị 

Tha

m số 

Giá 

trị 

Đơn 

vị 

a1 1.67 m a2 1.67 m 

a3 1.4 m h 1.735 m 

m1 3800 kg m2 3800 kg 

m3 80 kg m 1400 kg 

b1 15 Ns/m b2 8 Ns/m 

b3 25 Ns/m k1 k*106 N/m 

k2 (k+2)*106 N/m k3 39200 N/m 

A 78 kN B 78 kN 

1 96 rad/s 2 96 rad/s 

1 0 rad 2 0 rad 

 

 



 

 

Kỹ thuật và Công nghệ Hàng hải  

168 SỐ 87 (07-2026) 

TẠP CHÍ   ISSN: 1859-316X, e-ISSN: 3093-3161 

KHOA HỌC CÔNG NGHỆ HÀNG HẢI 
JOURNAL OF MARINE SCIENCE AND TECHNOLOGY 

hoàn chu kỳ 2T. Tiếp tục cho k tăng lên, nghiệm tuần 

hoàn chu kỳ 2T vẫn ổn định, khi k tăng đến giá trị 

k=15,5 ứng với điểm R2 trên Hình 2, khi đi qua giá trị 

này, từ Hình 3, ta thấy có nhân tử Floquet 5 vượt qua 

giá trị 1, theo lý thuyết rẽ nhánh [2] tại đây ta lại có 

một điểm rẽ nhánh trong dao động. Khi đi qua điểm 

rẽ nhánh R2, dao động của hệ sẽ nhảy đến tập nghiệm 

tuần hoàn mới, nghiệm chu kỳ 4T, trên Hình 6, mô tả 

dao động tuần hoàn chu kỳ 4T. Ngoài các tập nghiệm 

tuần hoàn chu kỳ 1T, 2T và 4T, qua tính toán phân tích, 

trong hệ dao động này còn xuất hiện các nghiệm tuần 

hoàn chu kỳ 3T được cho như trên các Hình 7 và 8. 

4. Kết luận 

Bài báo này đã phân tích rẽ nhánh của dao động 

tuần hoàn đối với xe lu rung có hai kích động điều 

 

Hình 3. Biểu đồ nhân tử Floquet 

 

Hình 4. Dao động tuần hoàn chu kỳ T tại k = 5,0 

 

Hình 5. Dao động tuần hoàn chu kỳ 2T tại k = 12 

 

Hình 6. Dao động tuần hoàn chu kỳ 4T tại k = 18,8 

 

Hình 7. Dao động tuần hoàn chu kỳ 3T tại k = 3,0 

 

Hình 8. Dao động tuần hoàn chu kỳ 3T tại k = 8,4 
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hòa trong các chế độ chuyển động bình ổn với tham 

số rẽ nhánh là độ cứng tiếp xúc giữa các bánh lu và 

mặt đường. Từ các kết quả có được ta thấy, khi cho 

hệ số độ cứng tiếp xúc k biến thiên từ 2 đến 19, trong 

hệ dao động xuất hiện các điểm rẽ nhánh nhân đôi 

chu kỳ. Khi tham số rẽ nhánh k biến thiên qua các 

giá trị rẽ nhánh, nghiệm tuần hoàn ban đầu của hệ sẽ 

mất ổn định và dao động của xe lu sẽ nhảy đến một 

tập nghiệm tuần hoàn mới có chu kỳ dao động được 

nhân đôi, ngoài ra trong quá trình tính toán và phân 

tích, đã tìm ra, ngoài các nghiệm tuần hoàn chu kỳ 

1T, 2T, 4T, trong hệ còn xuất hiện các nghiệm tuần 

hoàn chu kỳ 3T. 
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